
C∗-algebry
Lista 6

Zad 1. Pokaza¢, »e ∗-homomor�zm Ψ : A → B mi¦dzy C∗-algebrami A i B zachowuje zachowuje
elementy dodatnie, pierwiastel oraz moduª, tzn. Φ(A+) ⊆ B+, Φ(

√
a) =

√
Φ(a) dla ka»dego a ∈ A+

oraz Φ(|a|) = |Φ(a)| dla ka»dego a ∈ A chowuje moduª, tzn. Φ(|a|) = |Φ(a)| dla ka»dego a ∈ A.

Zad 2. Niech Λ = {a ∈ A : a ≥ 0, ‖a‖ < 1} b¦dzie zbiorem ±ci±le kontraktywnych elementów
dodatnich w C∗-algebrze A. Pokaza¢, »e wzór

K(a) = a(1 + a)−1 = 1− (1 + a)−1, a ∈ A+

poprawnie zadaje odwracalne odwzorowanie K : A+ → Λ zachowuj¡ce porz¡dek, gdzie

K−1(a) = a(1− a)−1 = (1− a)−1 − 1, a ∈ Λ.

Ponadto, uzasadni¢, »e dla dowolnych a, b ∈ Λ kªad¡c c = K(K−1(a) + K−1(b)) mamy a, b ≤ c ∈ Λ.
Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e zbiór Λ jest zbiorem skierowanym.

Zad 3. Niech µ = {µλ}λ∈Λ sie¢ kontraktywnych elementów dodatnich w C∗-algebrze A. Uzasadni¢,
»e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1) µ jest (dwustronn¡) jedynk¡ aproksymatywn¡, tzn. µλa→ a oraz aµλ → a dla dowolnego a ∈ A.

2) µ jest lewostronn¡ jedynk¡ aproksymatywn¡, tzn. µλa→ a dla dowolnego a ∈ A.

3) µ jest prawostronn¡ jedynk¡ aproksymatywn¡, tzn. aµλ → a dla dowolnego a ∈ A.

4) µλa→ a dla dowolnego a ∈ A+.

Zad 4. Pokaza¢, »e je»eli A jest o±rodkow¡ C∗-algebr¡, to posiada jedynk¦ aproksymatywn¡, która
jest ci¡giem. Hint: Patrz np. Uwaga 3.1.1 w Murphy

Zad 5 (Operatory rz¦du pierwszego). Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta (z iloczynem skalarnym
liniowym ze wzgl¦du na drug¡ wspóªrz¦dn¡). Pokaza¢, »e dla dowolnych dwóch elementów x, y ∈ H
wzór

Θx,y(z) = 〈y, z〉x, z ∈ H

de�niuje operator Θx,y : H → H ograniczony o normie ‖Θx,y‖ = ‖x‖ · ‖y‖ oraz ka»dy operator na H,
którego obrazie ma wymiar co najwy»ej 1 jest tej postaci. Ponadto dla dowolnych x, y, z, w ∈ H oraz
a ∈ B(H) mamy:

θx,yθz,w = 〈y, z〉θx,w, θ∗x,y = θy,x, aθx,y = θax,y, θx,ya = θx,a∗y

Zad 6 (Operatory sko«czonego rz¦du). Pokaza¢, »e zbiór operatorów sko«czonego rz¦du (tzn. ope-
ratorów liniowych, których obraz ma wymiar sko«czony) na przestrzeni Hilberta H pokrywa si¦ z
przestrzeni¡ liniow¡

F (H) = span{θx,y : x, y ∈ H}.

Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e operatory takie tworz¡ samosprze»ony (niekoniecznie domkni¦ty) ideaª w
∗-algebrze B(H). Pokaza¢, »e ka»dy niezerowy ideaª I w B(H) zawiera F (H).

Zad 7 (Ideaª operatorów zwartych). Elementy zbioru K(H) = F (H) nazywamy operatorami zwartymi

na przestrzeni Hilberta H. Pokaza¢, »e K(H) jest domkni¦tym ideaªem w B(H) oraz je±li dim(H) =
∞, to jest to jedyny nietrywialny ideaª w B(H). W szczególno±ci K(H) jest prost¡ C∗-algebr¡.

Zad 8. Niech {en}∞n=1 b¦dzie baz¡ ortonormaln¡ w przestrzeni Hilberta H. Uzasadni¢, »e ci¡g rzutów
ortogonalnych {pn}n=1, gdzie pn jest rzutem na n-wymiarow¡ przestrze« Ce1 + ...+Cen, jest dodatni¡
jedynk¡ aproksymatywn¡ w K(H).


