C*-algebry
Lista 6

Zad 1. Pokaza¢, ze *-homomorfizm ¥ : A — B miedzy C*-algebrami A i B zachowuje zachowuje
elementy dodatnie, pierwiastel oraz modul, tzn. ®(A*) C BT, ®(y/a) = /P(a) dla kazdego a € AT
oraz ®(|a|) = |P(a)| dla kazdego a € A chowuje modul, tzn. ®(|a|) = |P(a)| dla kazdego a € A.

Zad 2. Niech A = {a € A : a > 0,||a]] < 1} bedzie zbiorem $cisle kontraktywnych elementow
dodatnich w C*-algebrze A. Pokaza¢, ze wzor

Ka)=a(l+a) ' =1—(1+a)}, a€ A"
poprawnie zadaje odwracalne odwzorowanie K : AT — A zachowujace porzadek, gdzie
K'a)=a(l—a)t=(1-a)"—1, ac A
Ponadto, uzasadni¢, ze dla dowolnych a,b € A kladac ¢ = K(K'(a) + K~'(b)) mamy a,b < ¢ € A.
Wyciagnaé stad wniosek, ze zbior A jest zbiorem skierowanym.

Zad 3. Niech p = {u)}ren sie¢ kontraktywnych elementéw dodatnich w C*-algebrze A. Uzasadni¢,
ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

1) ujest (dwustronna) jedynka aproksymatywna, tzn. pya — a oraz apuy — a dla dowolnego a € A.
2) p jest lewostronng jedynka aproksymatywna, tzn. pya — a dla dowolnego a € A.
)

3) u jest prawostronna jedynka aproksymatywna, tzn. auy — a dla dowolnego a € A.

4) pra — a dla dowolnego a € A™.

Zad 4. Pokazaé, ze jezeli A jest osrodkowa C*-algebra, to posiada jedynke aproksymatywna, ktora
jest ciagiem. Hint: Patrz np. Uwaga 3.1.1 w Murphy

Zad 5 (Operatory rzedu pierwszego). Niech H bedzie przestrzenia Hilberta (z iloczynem skalarnym
liniowym ze wzgledu na druga wspolrzedna). Pokazaé, ze dla dowolnych dwoch elementow x,y € H
wzOT

O.4(2) = (y, 2)x, ze€H

definiuje operator ©,, : H — H ograniczony o normie ||O,,| = ||z| - ||y|| oraz kazdy operator na H,
ktorego obrazie ma wymiar co najwyzej 1 jest tej postaci. Ponadto dla dowolnych z,vy, z,w € H oraz
a € B(H) mamy:

*
Har,yez,w = <y7 z>9x7wa 9;1;7y - ey,xa ae:c,y = eax,ya eaz,ya' = Qx,a*y

Zad 6 (Operatory skoriczonego rzedu). Pokazaé, ze zbior operatoréow skorniczonego rzedu (tzn. ope-
ratoréw liniowych, ktorych obraz ma wymiar skoniczony) na przestrzeni Hilberta H pokrywa sie z
przestrzenia liniowa

F(H) =span{,, :z,y € H}.

Wyciagna¢ stad wniosek, ze operatory takie tworza samosprzezony (niekoniecznie domkniety) ideal w
x-algebrze B(H). Pokaza¢, ze kazdy niezerowy ideal I w B(H) zawiera F(H).

Zad 7 (Ideal operatorow zwartych). Elementy zbioru K (H) = F(H) nazywamy operatorami zwartymi
na przestrzeni Hilberta H. Pokaza¢, ze K(H) jest domknietym idealem w B(H) oraz jesli dim(H) =
00, to jest to jedyny nietrywialny ideal w B(H). W szczegolnosci K (H) jest prosta C*-algebra.

Zad 8. Niech {e,}°2, bedzie baza ortonormalng w przestrzeni Hilberta H. Uzasadni¢, ze ciag rzutoéw
ortogonalnych {p, },=1, gdzie p, jest rzutem na n-wymiarowa przestrzein Ce; + ... + Ce,,, jest dodatnia
jedynka aproksymatywna w K (H).



